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NEMLINE¶ARIS DINAMIKA KLASSZIKUS NÄOVEKED¶ESI
MODELLEKBEN1
M¶OCZ¶AR J¶OZSEF
Budapesti Corvinus Egyetem
Ebben a tanulm¶anyban a klasszikus Harrod nÄoveked¶esi modellt nemline¶aris
kiterjeszt¶essel, keynesi ¶es schumpeteri trad¶³ci¶ok bevezet¶es¶evel reprezentat¶³v
ÄugynÄok modellbe alak¶³tjuk. A h¶³res Lucas kritika igazol¶asak¶ent megmu-
tatjuk, hogy az intrinsic gazdas¶agi nÄoveked¶esi Äutemek trajekt¶ori¶ai vagy egy
turbulens k¶aoszba sz¶or¶odnak sz¶et, vagy egy nagym¶eret}u rendhez vezetnek,
ami els}odlegesen a megfelel}o fogyaszt¶asi fÄuggv¶eny t¶³pus¶at¶ol fÄugg, s bizonyos
param¶eterek piaci ¶ert¶ekei, pedig csak m¶asodlagos szerepet j¶atszanak. A m¶asik
meglep}o eredm¶eny empirikus, ami szerint kÄulkereskedelmi tÄobblet, a hazai
valuta bizonyos devizapiaci ¶ert¶ekei mellett, kÄulÄonÄos attraktorokat gener¶alhat.
Kulcsszavak: Harrod modell, akceler¶ator-elv, stacion¶arius nÄoveked¶es, bifur-
k¶aci¶o, RÄossler szalag.
1 Bevezet¶es
A modern kÄozgazdas¶agtan sz¶eps¶ege a v¶altoz¶o arculata. Mindegyik tÄort¶enelmi
peri¶odus ¶uj kÄozgazdas¶agi kih¶³v¶asokat vet fel, ¶es az alapvet}o elm¶eletek ¶uj
megkÄozel¶³t¶eseket ig¶enyelnek. P¶eld¶aul, a brilli¶ansan megfogalmazott makro-
Äokon¶omiai modellek tÄobbs¶ege inkompatibilis a gazdas¶agi folyamatok jelen-
legi ¶ertelmez¶es¶evel. A makroÄokon¶omiai elm¶elet k¶et mostani intellektu¶alis
fronttÄorekv¶ese: (1) hangs¶ulyozni mikroÄokon¶omiai megalapoz¶as¶at ¶es integr¶alni
a mikroÄokon¶omia leg¶ujabb eredm¶enyeit; (2) alapos vizsg¶alat al¶a vetni a gaz-
das¶ag viselked¶es¶et egyens¶ulyon k¶³vÄuli ¶allapot¶aban.
A makroÄokon¶omiai nÄoveked¶est az eredend}oen is bonyolult mikromegala-
poz¶as¶aval egyÄutt vizsg¶alni meglehet}osen neh¶ez feladat.2 Azokban a reprezen-
tat¶³v ÄugynÄok modellekben, amelyek megk¶³s¶erlik ezt, els}osorban a mikro-op-
timalit¶as jelenik meg. Itt nem optimaliz¶alunk; csak a lehets¶eges, tetsz}oleges
1Be¶erkezett: 2008. febru¶ar 14. E-mail: jozsef.moczar@uni-corvinus.hu. A szerz}o
ez¶uttal is megkÄoszÄoni Moln¶arka Gy}oz}onek a tanulm¶anyban szerepl}o gra¯konok input
f¶ajljainak fel¶³r¶as¶aban ny¶ujtott seg¶³ts¶eg¶et.
2E megkÄozel¶³t¶es nemcsak mostan¶aban lett fontos, hossz¶u tÄort¶enete van. M¶ar a key-
nesi aggreg¶atumok sem voltak mikromegalapoz¶as n¶elkÄuliek, amint erre Hahn (1985) is
eml¶ekeztet bennÄunket, "... az ¶Altal¶anos elm¶eletnek csaknem k¶etharmada val¶oj¶aban a
mikroÄokon¶omi¶anak szentelt." A makroÄokon¶omia alapvet}oen azt a versenyz}oi folyamatot
nem ¶erinti a mikroÄokon¶omi¶ab¶ol, ami meg¶allap¶³tja az ¶arakat ¶es a kibocs¶at¶asi szinteket a
kÄulÄonbÄoz}o piacokon. A k¶etf¶ele elm¶elet kÄozÄotti ÄosszefÄugg¶es mindv¶egig ellentmond¶asos volt
a kÄozgazdas¶agtan tÄort¶enet¶eben, de m¶ara bizonyos m¶ert¶ekig sikerÄult integr¶alni }oket. (vÄo.
Hahn, F. (1985)).
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indul¶o felt¶eteleket kiel¶eg¶³t}o egyens¶ulyi ¶es nem egyens¶ulyi p¶aly¶ak viselked¶ese
¶erdekel bennÄunket. Ezzel az endog¶en v¶altoz¶ok kezdeti ¶ert¶ekeinek megad¶as¶aval
k¶epet kaphatunk azok id}obeli alakul¶as¶ar¶ol. Egy ¶un. konstrukt¶³v mikro-
megalapoz¶ast fejlesztÄunk ki, ami a mi ¶ertelmez¶esÄunkben azt jelenti, hogy az
aggreg¶alt mag¶ankiad¶asok elemeit megfelel}oen, kÄulÄonbÄoz}o piaci ¶ert¶ekel¶esekkel
szab¶alyozzuk. E szab¶alyoz¶asok eszkÄozei a fogyaszt¶asi ad¶o, a r¶eszv¶enypiaci
¶ert¶ekel¶es (a Tobin-q), ¶es az ¶arfolyam. Ezek mindegyike valamik¶eppen a
mikroÄokon¶omi¶aban gyÄokerezik, ¶es ¶ert¶ekeik a megfelel}o piaci folyamatokat ¶es
dÄont¶eseket tÄukrÄozik.
E modellekben csak a t}okefelhalmoz¶as, egyÄutt a fogyaszt¶as ¶es a meg-
takar¶³t¶as kÄozÄotti v¶alaszt¶assal, szolg¶al a gazdas¶agi nÄoveked¶es alapj¶aul. Ezt
tekintjÄuk a nÄoveked¶es magj¶anak, csak¶ugy, mint a kÄulÄonbÄoz}o extern¶ali¶akkal
dolgoz¶o modellekben. P¶eld¶aul, az endog¶en nÄoveked¶esi modellekben is a fel-
halmoz¶as a f}o magyar¶az¶o v¶altoz¶o. Ugyanakkor, a makroÄokon¶omiai fejl}od¶esr}ol
sz¶ol¶o legtÄobb modern elm¶eleti munk¶aban a t}okefelhalmoz¶ast a stacion¶arius,
kiegyens¶ulyozott nÄoveked¶essel ÄosszefÄugg¶esben tanulm¶anyozt¶ak (vÄo. Solow
(1956), Uzawa (1961), Morishima (1964), McKenzie (1976)). KÄulÄonÄosen az
1960-as ¶evekben egy olyan vil¶ag volt az elm¶eleti kÄozgazdas¶agtan els}odleges
ide¶alja, ami elkerÄuli a hirtelen v¶altoz¶asokat ¶es az endog¶en bifurk¶aci¶okat.
Ezek a sima kÄozel¶³t¶esek tÄobbnyire a gazdas¶ag re¶al szektor¶an alapultak, ¶es
bizonyos fokig a fejlett orsz¶agoknak abban az id}oszakban el¶ert gazdas¶agi si-
kereit t¶amasztott¶ak al¶a. K¶es}obb, m¶eg a p¶enzpiaccal kieg¶esz¶³tett klasszikus
egyens¶ulyi modellek is a stacion¶arius megold¶asokban voltak ¶erdekelve, a soron
kÄovetkez}o konkl¶uzi¶okra jutva: (1) a hossz¶u t¶av¶u t}okeintenzit¶as alacsonyabb
a monet¶aris gazdas¶agban, mint a nem-monet¶arisban3; (2) a monet¶aris ha-
t¶os¶agok |a nomin¶alis p¶enzmennyis¶eg megv¶altoztat¶as¶aval| k¶epesek vari¶alni
a gazdas¶ag stacion¶arius t}okeintenzit¶as¶at (vÄo. Tobin (1965), Stein (1966),
Sidrauski (1967), Rose (1969), Hadjimichalakis (1971)). Azonban, mosta-
n¶aban b¶armerre is tekintÄunk, a piacgazdas¶agokban mind evol¶uci¶os, mind
recesszi¶os piaci folyamatokat l¶atunk, amelyek Äuzleti ciklusokhoz, nÄovekv}o
(struktur¶alis) komplexit¶ashoz, ¶es ezt kÄovet}oen turbulenci¶ahoz vezetnek. (vÄo.,
pl., Day ¶es Chen (eds.) (1993), Chiarella ¶es Flaschel (2000)). ¶Igy, a csak
ar¶anyos egyens¶ulyi nÄoveked¶esbe vetett hit ma m¶ar a m¶ult¶e.
A Harrod ¶es Leontief klasszikus nÄoveked¶eselm¶eletei alapj¶an kalibr¶alt mo-
delljeinkben tapasztalhat¶o nemline¶aris dinamik¶at exog¶en sokkok n¶elkÄul vizs-
g¶aljuk. Ugyan Harrod ¶es Leontief rÄogz¶³tett ar¶any¶u technol¶ogi¶ait a modern
kÄozgazdas¶agtan univerz¶alisan a Solow-f¶ele folytonos helyettes¶³thet}os¶eggel v¶al-
totta fel, mi most m¶egis Lahiri (1976) eredm¶enyeit adopt¶aljuk, amikor is
megfelel}o tulajdons¶agokkal rendelkez}o, a nÄoveked¶esi Äutemt}ol fÄugg}o koe±-
cienseket veszÄunk. Tekintettel a h¶³res Lucas kritik¶ara (l¶asd in Lucas (1976)),
ami vil¶agoss¶a teszi, hogy mi¶ert is nagyon vesz¶elyes ad hoc fÄuggv¶enyekkel
le¶³rni a h¶aztart¶asok viselked¶es¶et, a fogyaszt¶asi ¶es a beruh¶az¶asi fÄuggv¶enyeinket
n¶eh¶any ismert kÄozgazdas¶agi elm¶elet ¶es empirikus tanulm¶any ¯gyelembe v¶ete-
l¶evel ¶ertelmeztÄuk. A beruh¶az¶asi koe±ciensek nemlinearit¶as¶anak speci¯k¶aci¶o-
3Eme egyenl}otlens¶eg |egy lehets¶eges magyar¶azatk¶ent| a p¶enz nem-semlegess¶eg¶et
tÄukrÄozi a gazdas¶agi nÄoveked¶esben.
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j¶aban sok megfontol¶asunkat Hawkins (1948) feltev¶eseire, Mukerji (1964) ¶es
Br¶ody (1970) vizsg¶alataira, valamint a 60-as ¶evekbeli jap¶an adatokkal v¶egzett
empirikus sz¶am¶³t¶asok (l¶asd in M¶ocz¶ar (1991, 1997), M¶ocz¶ar ¶es Tsukui (1992))
kÄovetkeztet¶eseire alapoztuk.
A Lucas kritika egyf¶ele igazol¶asak¶ent megmutatjuk, hogy az ¶un. intrin-
sic gazdas¶agi nÄoveked¶esi Äutemek trajekt¶ori¶ai vagy egy turbulens k¶aoszba
sz¶or¶odnak sz¶et, vagy egy nagym¶ert¶ek}u rendhez vezetnek, ami els}odlegesen
a megfelel}o fogyaszt¶asi fÄuggv¶eny t¶³pus¶at¶ol, ¶es csak m¶asodlagosan bizonyos
param¶eterek piaci ¶ert¶ekeit}ol fÄugg.
A m¶asik meglep}o eredm¶eny empirikus, ami szerint egy kÄulkereskedelmi
tÄobblet, a hazai valuta megfelel}o devizapiaci ¶ert¶ekel¶ese mellett, kÄulÄonÄos att-
raktorokat gener¶alhat. Ezekben a vizsg¶alatokban a dinamika leg¶ujabb szer-
sz¶amosl¶ad¶aj¶ab¶ol, Goodwin (1990) ¶es Chiarella (1990) valamint May (1976),
Guckenheimer ¶es Holmes (1991), Brock ¶es Malliaris (1989) ¶es v¶egÄul Day
(1994, 2000) Äotleteib}ol ¶es technikai arzen¶alj¶ab¶ol mer¶³tettÄunk.
A tanulm¶any egyes pontjaiban a kÄovetkez}o k¶erd¶esekkel foglalkozunk. A
2. pontban a Harrod modellt kiterjesztjÄuk egy line¶aris Leontief-Neumann
t¶³pus¶u felhalmoz¶asi modellbe a szok¶asos reprezentat¶³v ÄugynÄok megkÄozel¶³t¶es
felhaszn¶al¶as¶aval. A 3. pont a nemline¶aris Leontief-Neumann kiterjeszt¶es}u
klasszikus Harrod nÄoveked¶esi modell egy lehets¶eges ¶un. konstrukt¶³v mikro-
megalapoz¶as¶at ¶³rja le. Itt bevezetÄunk n¶eh¶any nemline¶aris lek¶epez¶est, amelyek
seg¶³ts¶eg¶evel de¯ni¶aljuk a t}okekoe±ciensek ¶es a r¶aford¶³t¶asi koe±ciensek di-
namikus viselked¶es¶et. A modell v¶egs}o alakja a keynesi dinamika ¶es a schum-
peteri evol¶uci¶o egyf¶ele kombin¶aci¶oj¶at implik¶alja. Tov¶abb¶a, bizony¶³t¶ast adunk
Harrod ¶un. k¶etszarv probl¶em¶aj¶ara is, nevezetesen, hogy a sima nÄoveked¶es ¶es
a ciklus, ak¶ar periodikus ak¶ar aperiodikus, szimult¶an m¶odon, mint szi¶ami
ikrek jelennek meg. Egy m¶asik ¶ujdons¶ag itt, egy lehets¶eges versenyz}oi op-
timalit¶as bevezet¶ese a fenti modellbe. A 4. pont egy k¶etdimenzi¶os ¶es egy
h¶aromdimenzi¶os nemline¶aris rendszert vizsg¶al z¶art ¶es ny¶³lt Harrod-Leontief
t¶³pus¶u rendszerekben. Az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert most mind a t}okekoe±ciensek,
mind a r¶aford¶³t¶asi koe±ciensek rÄogz¶³tettek. A nemlinearit¶ast a nemzetkÄozi
kereskedelmi korl¶atok tartalmazz¶ak. Az ut¶obbi di®erenci¶alrendszer egy RÄoss-
ler rendszer, ami kÄulÄonÄos attraktorokat gener¶alhat a valuta bizonyos piaci
¶ert¶ekel¶ese mellett. Az 5. pont az intrinsic gazdas¶agi nÄoveked¶esi Äutemek ¶es a
RÄossler rendszer id}osorainak szimul¶aci¶os vizsg¶alatait tartalmazza. A kaotikus
dinamik¶at a Maple V. program seg¶³ts¶eg¶evel megrajzolt sz¶am¶³t¶og¶epes gra¯-
k¶akkal mutatjuk ki. A 6. pont n¶eh¶any kÄovetkeztet}o megjegyz¶est ¶es tov¶abbi
propoz¶³ci¶okat foglal mag¶aba.
2 A dinamikus Leontief-Neumann modell mint
a Harrod modell egyik ¶altal¶anos¶³t¶asa
A kÄovetkez}okben egy reprezentat¶³v ÄugynÄok modellt ¶ertelmezÄunk, ¶es a gaz-
das¶agi nÄoveked¶es k¶et kÄozponti meghat¶aroz¶oj¶ara, a megtakar¶³t¶asra ¶es a beru-
h¶az¶asra Äosszpontos¶³tjuk ¯gyelmÄunket, amelyek mindegyike a gazdas¶agnak a
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korm¶anyzati politika ¶altal szab¶alyozhat¶o struktur¶alis v¶altoz¶oja. Az ÄugynÄok
egyetlen egy szolg¶altat¶as el}o¶all¶³t¶as¶ara specializ¶alt, m¶egpedig egy Leontief-
t¶³pus¶u termel¶esi fÄuggv¶eny seg¶³ts¶eg¶evel, a rendelkez¶es¶ere ¶all¶o t}oke¶allom¶any ¶es
sz¶elesebb ¶ertelemben vett fogyaszt¶as felhaszn¶al¶as¶aval. A nÄoveked¶esi folya-
matban a reprezentat¶³v ÄugynÄokÄunk t}ok¶et halmoz fel ¶es inputokat fogyaszt.
Itt ¶es a tov¶abbiakban is feltesszÄuk, hogy a kibocs¶at¶asnak l¶etezik vil¶agpiaca,
ez¶ert a b}ovÄul}o gazdas¶ag szabadon export¶alhat ¶es import¶alhat, ¶es az ¶arak
kompetit¶³vek ¶es a ¯zet¶esi m¶erlegfelt¶etel is teljesÄul.
Egy pillanatig z¶art gazdas¶agot felt¶etelezve, a t}okefelhalmoz¶asi folyamat-
ban jelÄolje b a rÄogz¶³tett t}oke-kibocs¶at¶as ar¶anyt (K=x), vagy ezzel ekvivalensen,
a stacion¶arius t}okekoe±cienst, ¶es az s a rÄogz¶³tett megtakar¶³t¶as-kibocs¶at¶as
ar¶anyt (S=x), vagy ezzel ism¶et ekvivalensen, egy stacion¶arius megtakar¶³t¶asi
koe±cienst. Az s=b nÄoveked¶esi Äutemet, a v¶arakoz¶asok realiz¶al¶od¶asa (tÄok¶eletes
el}orel¶at¶as), vagyis az xet = xt teljesÄul¶ese eset¶en, Harrod `garant¶alt' nÄoveked¶esi
Äutemnek nevezte ¶es ½w-vel jelÄolte, azaz,
½w = s=b : (1)
Az (1) egyenl}os¶eg, egyf¶ele neoklasszikus ¶ertelmez¶esben, stacion¶arius egyen-
s¶ulyi nÄoveked¶est de¯ni¶al, m¶egpedig az ar¶anyos egyens¶ulyi fogalom id}obeli
kiterjeszt¶esek¶ent. Ha az (1) egyenl}os¶eg fenn¶all, akkor a gazdas¶ag Äosszes sta-
cion¶arius egyens¶ulyi felt¶etele teljesÄulni fog.
Az (1) ÄosszefÄugg¶es, Leontief jelÄol¶eseivel, a kÄovetkez}o egyenlettel is megad-
hat¶o:
b(xt ¡ xt¡1) = (1 ¡ a)xt¡1; t = 1; 2; . . . ; (2)
ahol (1 ¡ a) jelÄoli a megtakar¶³t¶asi r¶at¶at, amelynek reciproka a stabiliz¶al¶o
multiplik¶ator, ¶es amelyben az a a fogyaszt¶asi hat¶arhajland¶os¶ag, azaz az in-
put koe±ciens. A (2) egyenletr}ol mondhatjuk azt is, hogy az export ¶es im-
port egyens¶uly¶at is mutatja, ¶es ekkor nyitott gazdas¶agra is ¶ertelmezhet}o.
Megfelel}o ¶atrendez¶es ut¶an, (2)-b}ol az ismert dinamikus ¶es line¶aris Leontief
modellt kapjuk diszkr¶et id}oben egyetlen j¶osz¶agra aggreg¶alt gazdas¶agban:
xt¡1 = axt¡1 + b(xt ¡ xt¡1); t = 1; 2; . . . ; (3)
ahonnan
xt =
1
b
(1 + b ¡ a)xt¡1; t = 1; 2; . . . : (4)
Megjegyzend}o, hogy a (4) egyenlet jobb oldal¶an az els}o k¶et t¶enyez}o a Neu-
mann ¶ertelemben vett nÄoveked¶esi t¶enyez}onek felel meg. (A r¶eszletek¶ert l¶asd
M¶ocz¶ar (1995), (1997).)
2.1 NÄoveked¶es ¶es ciklus mint szi¶ami ikrek
Ahhoz, hogy a (4) rendszert kÄozel¶³tsÄuk a val¶os¶aghoz, nemline¶ariss¶a alak¶³tjuk
¶at. Megfelel}o tulajdons¶agokkal rendelkez}o sk¶ala-fÄugg}o koe±cienseket haszn¶a-
lunk (l¶asd in Lahiri (1976)), azaz, az a ¶es b koe±cienseket az xt¡1 kibocs¶at¶as
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bizonyos fÄuggv¶enyeik¶ent vesszÄuk a (4)-ben:
xt =
1
b(xt¡1)
(1 + b(xt¡1) ¡ a(xt¡1))xt¡1; t = 1; 2; . . . : (5)
Itt az a f}o c¶elkit}uz¶esÄunk, hogy szimult¶an m¶odon vizsg¶aljuk Harrod ¶un. k¶et-
szarv probl¶em¶aj¶at, vagyis az (5) ¶altal adott intertempor¶alis egyens¶ulyi p¶alya
ciklikuss¶ag¶at ¶es nÄoveked¶es¶et. Ciklusok l¶etezhetnek nÄoveked¶es n¶elkÄul is, ¶es
ford¶³tva, nÄoveked¶es l¶etezhet ciklusokkal is. A probl¶ema specialit¶as¶at az adja,
hogy azok szorosan ÄosszefÄuggnek, azaz, teljesen ¶ertelmetlen egym¶as n¶elkÄul
elemezni }oket. Mivel bennÄunket majd a kibocs¶at¶as v¶altoz¶as¶anak a v¶altoz¶asa
¶erdekel4, ez¶ert, kÄovetve Tsukui ¶es Murakami (1979, pp. 76{77) vizsg¶alatait, a
(4) ÄosszefÄugg¶est egyszer}uen az egyes id}oszakok ½t nÄoveked¶esi Äutemeivel ¶³rjuk
fel:
½t =
1
b(½t¡1)
(1 + b(½t¡1) ¡ a(½t¡1)) ½t¡1; t = 1; 2; . . . : (6)
A (6) egyenlet alapj¶an az (1 + b(½o) ¡ a(½o)) ½o > 0; ½o > 0 kezdeti felt¶etellel,
mindegyik nÄoveked¶esi Äutem a kÄovetkez}ot adja. Az (5)-b}ol a fogyaszt¶asi ¶es
a beruh¶az¶asi fÄuggv¶enyek seg¶³ts¶eg¶evel val¶oban a kibocs¶at¶as v¶altoz¶asi r¶at¶aj¶at
kapjuk:
1 ¡ a(xt¡1)
b(xt¡1)
= ½t ¶es ½t =
xt
xt¡1
¡ 1 ; (7)
m¶³g a (6)-b¶ol a v¶altoz¶asi r¶ata v¶atoz¶asi r¶at¶aj¶at:
1 ¡ a(½t¡1)
b(½t¡1)
=
½t ¡ ½t¡1
½t¡1
vagy
1 ¡ a(½t¡1)
b(½t¡1)
=
(xt ¡ xt¡1)=xt¡1
(xt¡1 ¡ xt¡2)=xt¡2 ¡1 : (8)
Alaposabban szemÄugyre v¶eve a (6) egyszektoros modellÄunket, m¶eg miel}ott
tov¶abbi vizsg¶alatokba kezden¶enk, meg¯gyelhetjÄuk, hogy az a fogyaszt¶as ¶es
a beruh¶az¶as (megtakar¶³t¶as) kÄozÄott egy korl¶atos oximoront tÄukrÄoz, vagy a
kÄozgazdas¶agilag elterjedtebb trade-o®-t, ami tÄobb ¯gyelmet ¶erdemel a mo-
dern piacgazdas¶agi vizsg¶alatokban.
Felhaszn¶alva azt a propoz¶³ci¶ot, hogy a kÄozvetlen ad¶ot ink¶abb a fogyaszt¶as-
ra mintsem a jÄovedelemre kell kivetni, bevezetjÄuk modellÄunkbe a fogyaszt¶asi
ad¶ot, mint az egyetlen lehets¶eges ad¶oztat¶asi form¶at. A stabil fogyaszt¶asi
ad¶o elhalaszthatja a jelen fogyaszt¶ast a kÄovetkez}o id}oszakra, ami tÄobb meg-
takar¶³t¶asra ¶es nagyobb nÄoveked¶esi Äutemre vezethet. Ugyanakkor, a fogyaszt¶a-
si ad¶o b¶armilyen emel¶ese a beruh¶az¶asok (nett¶o) kiszor¶³t¶as¶aval j¶ar, ami viszont
csÄokkenti a nÄoveked¶esi Äutemet. A fogyaszt¶asi ad¶okulcs nagys¶aga ¶altal¶aban
att¶ol fÄugg, hogy a befolyt jÄovedelmet hogyan kÄolti el a korm¶any, ¶es az milyen
hat¶assal van a reprezentat¶³v ÄugynÄokÄunk kiad¶asaira.
Ami a beruh¶az¶asokat illeti, azt explicite a nemline¶aris akceler¶ator-elvben
¶es a Tobin-q-ban kifejezve magyar¶azzuk, valamint implicite a kamatl¶abbal a
4Itt eg¶esz pontosan Cagan (1956) vizsg¶alat¶ahoz hasonl¶oan, csak most nem az in°¶aci¶os
r¶at¶ara, hanem a nÄoveked¶esi Äutemre k¶³v¶anunk elv¶egezni bizonyos dinamikai vizsg¶alatokat.
Tov¶abbi l¶enyeges kÄulÄonbs¶eg, hogy Cagant az in°¶aci¶os r¶ata stabiliz¶al¶asa ¶erdekelte,
bennÄunket pedig a kibocs¶at¶as v¶altoz¶asi r¶at¶aj¶anak alakul¶asa, megengedve irregul¶aris osz-
cill¶aci¶okat ¶es a kaotikus mozg¶asokat is.
6 M¶ocz¶ar J¶ozsef
Tobin-q-n keresztÄul. Az els}o most azt jelenti, hogy a tetsz}oleges v¶arhat¶o
nÄoveked¶esek a GDP-ben egy megfelel}o nemline¶aris nÄoveked¶est kÄovetelnek
meg a t}oke¶allom¶anyban. A beruh¶az¶asok Tobin-q elm¶elete pedig azt ¶all¶³tja,
hogy az aggreg¶alt beruh¶az¶as v¶arhat¶oan stabilan fÄugg a q-t¶ol, amely a t}oke
piaci ¶ert¶ek¶enek ¶es p¶otl¶asi kÄolts¶eg¶enek ar¶anya. (A r¶eszletek¶ert l¶asd, Tobin
(1969).) Ha q = 1; akkor a beruh¶az¶as nem v¶altozik, m¶³g ha q nagyobb
vagy kisebb mint 1, akkor a beruh¶az¶as rendre pozit¶³v vagy negat¶³v. ¶Igy ve-
hetÄunk egy I = I(q ¡ 1) t¶³pus¶u fÄuggv¶enyt, ¶es megfelel}oen ¶ervelhetÄunk, hogy
I 0 (:) > 0:5
Hogyan kapcsol¶odik a kamatl¶ab a q-elm¶elethez, a beruh¶az¶as kulcsmegha-
t¶aroz¶oj¶ahoz? A piac ¶ert¶ekeli a v¶allalatokat a diszkont¶alt jÄov}obeli jÄovedelmeik
alapj¶an a re¶alkamatl¶ab felhaszn¶al¶as¶aval. A kamatl¶ab b¶armilyen nÄoveked¶ese
nagyobb m¶ert¶ek}u diszkont¶al¶ashoz vezet, ami viszont a piaci t}oke¶arak es¶es¶et
eredm¶enyezi. ¶Igy a re¶alkamatl¶ab negat¶³v hat¶asa a beruh¶az¶asra t¶enylegesen a
Tobin-q-n keresztÄul ,,¶erv¶enyesÄul". A kamatl¶ab mellett, a Tobin-q k¶et m¶asik
t¶enyez}o ¯gyelembe v¶etel¶et is lehet}ov¶e teszi a beruh¶az¶asi dÄont¶esekben. Az els}o,
a t}oke termel¶ekenys¶eg¶enek nÄoveked¶ese emeli a jÄov}obeli jÄovedelmet ¶es ez¶altal
nÄoveli a r¶eszv¶eny¶arakat ¶es a q-t. A m¶asodik, a q megtestes¶³ti a v¶arakoz¶asok
szerep¶et is. Vitathatatlan, hogy a beruh¶az¶as l¶enyeg¶eben ,,fogad¶as a jÄov}ore",
a v¶allalatok felszerel¶eseket v¶as¶arolnak, hogy el}o¶all¶³tsanak term¶ekeket sok-sok
¶even keresztÄul bizonytalan felt¶etelek mellett. Hogy hogyan lesznek k¶epesek
kihaszn¶alni a felszerel¶eseket, a beruh¶az¶asok eldÄont¶esekor m¶eg nem ismert. A
bizonytalans¶ag n}o a hazai ¶es a kÄulfÄoldi piacok versenyz¶ese folyam¶an, csak¶ugy,
mint a technol¶ogiai fejl}od¶es ¶es a kisz¶am¶³thatatlan politikai fejlem¶enyek sor¶an.
Mindezeket a szempontokat folyamatosan ¶ert¶ekelik a t}ozsd¶ek.
Az empirikus vizsg¶alatok azt mutatj¶ak, hogy a Tobin-q tipikusan beruh¶a-
z¶as-gener¶al¶o. Mivel a v¶allalatok ink¶abb kÄolcsÄonÄoznek mintsem r¶eszv¶enyeket
bocs¶atanak ki, a Tobin-q mindig megfelel}oen m¶eri a beruh¶az¶asi ÄosztÄonz¶est,
tÄukrÄozi mind a v¶arhat¶o jÄovedelmez}os¶eget a sz¶aml¶al¶oban, ¶es mind a kÄolcsÄonz¶es
re¶al kÄolts¶eg¶et, a diszkontt¶enyez}on ¶es a t}okekÄolts¶egen keresztÄul, a nevez}oben.
Egy sokkal nehezebb k¶erd¶es merÄul fel a tekintetben, hogy vajon a t}oke¶arak
el}orejelz}o term¶eszete vezethet-e bizonyos kauzalit¶asra a t}ozsdei ¶arak ¶es a
nÄoveked¶es kÄozÄott? A jelen t}ozsdei ¶araknak tÄukrÄozniÄuk kell a jÄov}obeli pro¯tok
diszkont¶alt jelen¶ert¶ek¶et. Egy hat¶ekony r¶eszv¶enypiacon a re¶alkamatl¶ab meg-
egyezik a nÄoveked¶esi Äutemmel, ez¶ert a jÄov}obeli nÄoveked¶esi Äutemek az indul¶o
¶arakban fognak tÄukrÄoz}odni. Ez a megkÄozel¶³t¶es a forgalom (piaci t}ok¶es¶³t¶esen
felÄuli elad¶asok), mint els}odleges nÄoveked¶esi m¶ert¶ek haszn¶alata mellett ¶ervel,
ez¶altal tiszt¶azva a hamis oks¶agi hat¶ast, mert a nagyobb nÄoveked¶es el}ore-
5Keynes (1936, 135. o.) jelÄol¶es¶eben q = V=C , ahol V -t Keynes a t}okevagyon v¶arhat¶o
hozam¶anak jelen¶ert¶ekek¶ent de¯ni¶alta, m¶³g n¶ala a C a t}okevagyon k¶³n¶alati ¶ar¶at jelÄoli.
KÄovetkez¶esk¶eppen, a margin¶alis q tekinthet}o Tobin margin¶alis q-j¶ara adott sokf¶ele v¶altozat
egyik¶enek, pontosabban, a beruh¶az¶asi hat¶arhat¶ekonys¶ag ¶es a kamatl¶ab h¶anyadosak¶ent,
azaz, q =MEI=r: Ez¶ert a keynesi beruh¶az¶asi fÄuggv¶eny ¶at¶³rhat¶o I(q¡ 1)-re, ahol a v¶allalat
q = 1-ig (vagy ezzel ekvivalensen, MEI = r-ig) beruh¶az. ¶Igy ha r n}o, akkor q ¶es ¶³gy
a beruh¶az¶as is esik, azaz, dI=dr = Ir < 0. Tov¶abbi megjegyz¶est ¶erdemel m¶eg, hogy
Tobin beruh¶az¶asi q-elm¶elete form¶alisan megegyezik Eisner-Strotz (1963) ¶es Lucas (1967)
beruh¶az¶asi elm¶elet¶evel a szab¶alyoz¶asi kÄolts¶egek marginaliz¶aci¶oja eset¶en.
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jelz¶es¶eben a magasabb ¶arak a tÄortnek mind a sz¶aml¶al¶oj¶at, mind a nevez}oj¶et
befoly¶asolj¶ak. Granger (1969) oks¶agi tesztj¶et sz¶eleskÄor}uen haszn¶alj¶ak a p¶enz-
Äugyi piacok tanulm¶anyoz¶as¶aban, csak¶ugy, mint a gazdas¶agi nÄoveked¶es megha-
t¶aroz¶oiban, p¶eld¶aul a megtakar¶³t¶asok, az export, a p¶enzk¶³n¶alat ¶es ¶arstabilit¶as
vizsg¶alat¶aban. Ugyanakkor, Harris (1997) szerint pozit¶³v kapcsolat van a
piaci t}ok¶es¶³t¶es (a GDP szintj¶ere normaliz¶alva) ¶es a jÄov}obeli gazdas¶agi nÄoveke-
d¶es kÄozÄott. Nem meglep}o, hogy a fejlettebb p¶enzÄugyi piacok hat¶ekonyabbak,
¶es ez¶ert jobban k¶epesek belefoglalni az anticip¶alt jÄov}obeli nÄoveked¶est a jelen
¶araikba. A vizsg¶alat meglep}o a forgalom sebess¶ege vonatkoz¶as¶aban, ami-
nek egy jobb indik¶atornak kell lennie a t}ozsd¶ek nÄoveked¶esre gyakorolt hat¶asa
m¶er¶es¶eben, mivel az megtiszt¶³tott az ¶arak el}orejelz}o hat¶asait¶ol. Az eredm¶e-
nyek azt mutatj¶ak, hogy nagyobb forgalomsebess¶eg nagyobb nÄoveked¶est v¶alt
ki, de csak a nagyon magas ¶es a nagyon alacsony jÄovedelm}u orsz¶agokban.
Elt¶er}oen a forgalom sebess¶egt}ol, arra nincs bizony¶³t¶ek, hogy a t}ozsd¶en sze-
repl}o hazai v¶allalatok sz¶am¶anak v¶altoz¶asa a gazdas¶agi nÄoveked¶esi Äutemek
v¶altoz¶as¶at eredm¶enyezn¶e.
ÄOsszegezve ¶ervel¶eseinket, a fenti (6) intertempor¶alis egyens¶ulyi egyenlet a
kÄovetkez}ok¶eppen fog v¶altozni:
½t =
1
qb(½t¡1)
(1 + qb(½t¡1) ¡ pa(½t¡1)) ½t¡1; t = 1; 2; . . . ; (9)
ahol p = 1 + ¿ ¶es ¿ egy ¶alland¶o fogyaszt¶asi ad¶okulcs.
Megjegyzend}o, hogy a (9) rendszer a technol¶ogi¶at az intrinsic piaci ¶er-
t¶ekel¶essel egyÄutt tartalmazza. Ezut¶an a (9) egyenlet ¶altal meghat¶arozott
nÄoveked¶esi Äutemeket megfelel}o kezdeti felt¶etelek mellett intrinsic nÄoveked¶esi
Äutemeknek nevezzÄuk.
Tov¶abb¶a, bevezetÄunk bizonyos nemline¶aris lek¶epez¶eseket a (9)-be az¶ert,
hogy kÄozel¶³tsÄuk mind a t}okekoe±ciensek, mind a r¶aford¶³t¶asi koe±ciensek
dinamikus viselked¶es¶et a val¶os¶aghoz. ¶Igy az egy peri¶odus alatti t}oke¶allom¶any-
v¶altoz¶as, azaz a beruh¶az¶as, form¶alisan a nemline¶aris akceler¶atorelvben ¶es a
Tobin-f¶ele beruh¶az¶asi q-elm¶eletben kifejezve a kÄovetkez}ok¶eppen magyar¶az-
hat¶o:
it¡1 = [(q ¡ 1) ºe½t¡1 + ºe½t¡1 ]½t¡1
= (qºe½t¡1)½t¡1 :
(10)
ahol
ºe½t¡1 = b(½t¡1); ¶es ¶altal¶aban 2 < º < 3 : (11)
Szavakban, a t}okekoe±ciensek exponenci¶alisan n}onek a megfelel}o intrinsic
nÄoveked¶esi Äutem szerint (vÄo. Mukerji (1964)), ahol º a t}oke-kibocs¶at¶as ar¶any,
most 2 ¶es 3 kÄozÄott ¶ert¶ekelve. (Napjainkban a nagyon fejlett orsz¶agokban az
¶eves GDP a m}ukÄod¶esbe ¶all¶³tott t}oke¶allom¶any egyharmad ¶es m¶asf¶el kÄozÄotti
¶ert¶ek¶et mutatja ¶altal¶aban.) Ugyanakkor, tetsz}olegesen adott t}oke¶allom¶any-
beli nÄoveked¶esre jut¶o kiad¶as a t}okefelhalmoz¶as intrinsic Äutem¶enek nÄovekv}o
fÄuggv¶enye.
A r¶aford¶³t¶asi koe±ciensek eset¶eben feltesszÄuk, hogy a t}oke (b(½t¡1)) gaz-
das¶agi ¶elettartam-eloszl¶asa megkÄozel¶³t valamilyen nemline¶aris h(½t¡1) lek¶e-
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pez¶est. ¶Igy, ha a t}oke¶allom¶anyr¶ol, mint k¶eszletr}ol gondolkodunk (vÄo. Lange
(1952), Br¶ody (1970)), akkor az al¶abbit kapjuk:
h(½t¡1)a(½t¡1) = b(½t¡1) ; (12)
ahonnan
a(½t¡1) = b(½t¡1)h¡1(½t¡1)
= ºe½t¡1h¡1(½t¡1) :
(13)
¶Igy a r¶aford¶³t¶asi koe±ciensek nemline¶arisan `ar¶anyosak' a t}okekoe±ciensekkel,
ami a fogyaszt¶asi ad¶on keresztÄul megengedi, hogy a teljes korm¶anyzati kiad¶as
az aggreg¶alt t}ok¶evel ar¶anyosan n}ojÄon a gazdas¶agban.
A (11) ¶es (13) szerint rendre mind a t}oke ar¶any, mind a megtakar¶³t¶asi a-
r¶any ink¶abb endog¶en mintsem exog¶en m¶odon determin¶altak. Hangs¶ulyozand¶o
azonban, hogy ezeket a nemline¶aris fÄuggv¶enyeket a t}okekoe±ciensek kÄozel¶³t¶e-
s¶ere csak bizonyos tartom¶anyokban haszn¶aljuk a (lok¶alis) vizsg¶alatainkban.
Behelyettes¶³tve (11)-et ¶es (13)-at (9)-be, kapjuk:
½t =
1
qºe½t¡1
¡
1 + qºe½t¡1 ¡ pºe½t¡1h¡1(½t¡1)
¢
½t¡1
=
1
q
µ
1
ºe½t¡1
+ q ¡ ph¡1(½t¡1)
¶
½t¡1
=
µ
1 +
1
qº
e¡½t¡1 ¡ p
q
h¡1(½t¡1)
¶
½t¡1 :
(14)
Schumpeter innov¶aci¶oi n¶elkÄul azonban a (14) nem lehet teljes. Schum-
peter (1939) szint¶en azon a n¶ezeten volt, hogy a nÄoveked¶es ¶es a ciklus int-
rinsic m¶odon kapcsol¶odnak egym¶ashoz, ¶es a f}o elm¶eleti probl¶ema ebben az
ÄosszefÄugg¶esben az, hogy megmagyar¶azzuk, mi¶ert nem megy v¶egbe sim¶an a
gazdas¶agi b}ovÄul¶es, mi¶ert fordulnak el}o p¶upok ¶es m¶elyed¶esek? }O ¶ugy gondolta,
hogy a t}ok¶es gazdas¶agok oszcill¶al¶o viselked¶ese az innov¶aci¶os folyamatokkal
fÄuggnek Äossze, ami a fogyaszt¶asi ¶es a beruh¶az¶asi javak nagyobb mennyis¶egeit
eredm¶enyezik. Azt ¶all¶³totta, hogy az Äuzleti ciklus l¶enyeg¶eben att¶ol a t¶enyt}ol
fÄugg, hogy az innov¶aci¶ok nem egyform¶an, hanem megszak¶³t¶asokkal oszlanak
el az id}oben.
¶Uj technik¶ak, ¶uj term¶ekek ¶es ¶uj piacok bevezet¶ese szint¶en hozz¶aj¶arul a
kibocs¶at¶as nÄoveked¶es¶ehez, azonban id}oben kÄulÄonbÄoz}o m¶ert¶ekben. Mivel a
(14) egyenlet jobb oldala egy szakaszosan line¶aris fÄuggv¶eny, megszorozva azt
¹ = 1 + !-val, ahol az ! egy schumpeteri innov¶aci¶os ,,swarms" param¶eter,
p¶otl¶olagos cikk-cakk nÄovekm¶enyeket nyerÄunk az intrinsic nÄoveked¶esi Äuteme-
inkben.
½t = ¹
µ
1 +
1
q
ºe¡½t¡1 ¡ p
q
h¡1(½t¡1)
¶
½t¡1 ; t = 1; 2; . . . : (15)
Keynes (1936) absztrakt szinten magyar¶azta a ciklikus mozg¶ast. Az volt
a n¶ezete, hogy a fellendÄul¶esi ¶es a visszaes¶esi er}ok kÄozÄotti egyens¶ulyban a
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v¶altoz¶asok sim¶an vagy Äosszevissza kÄovetkezhetnek be. A (15) egyenlet jobb
oldal¶an a z¶ar¶ojelek kÄozt bizonyos expanz¶³v (beruh¶az¶as) ¶es kontrakt¶³v (fo-
gyaszt¶as) er}ok l¶eteznek, amelyek lehetnek Keynes elgondol¶asainak bizonyos
speci¯k¶aci¶oi. A (15) egyenlet¶³gy a keynesi dinamika ¶es a schumpeteri evol¶uci¶o
egyf¶ele kombin¶aci¶oj¶at fejezi ki. Mind a beruh¶az¶as, mind az innov¶aci¶o l¶enye-
gesek a nÄoveked¶es fenntart¶as¶aban ¶es azok szinkroniz¶alt m¶odon mozognak.6
Matematikailag a (15) els}orend}u di®erenciaegyenlet. Jobb oldal¶an az f(½)
nemline¶aris lek¶epez¶es a p, ¹, º ¶es q param¶eterek bizonyos ¶ert¶ekei ¶es a meg-
felel}o h¡1(½t¡1) mellett a kÄovetkez}o tulajdons¶agokkal rendelkezik: f(0) = 0,
f(½) monoton nÄovekv}o fÄuggv¶enye ½-nak a 0 < ½ < c tartom¶anyban (f(½)
maxim¶alis ¶ert¶eke a ½ = c-n¶el van); f(½) monoton csÄokken}o fÄuggv¶enye ½-nak
½ > c-re. A p, q ¶es ¹ param¶eterek komplex m¶odon szel¶³d¶³tik meg a nem-
line¶aris viselked¶es ,,vads¶ag¶at", m¶as sz¶oval, ¯nom¶³tj¶ak a p¶up meredeks¶eg¶et az
f(½) lek¶epez¶esben. Az ilyen tulajdons¶ag¶u lek¶epez¶est unimod¶alis lek¶epez¶esnek
nevezik az irodalomban. J¶ol ismert, hogy ilyen egydimenzi¶os diszkr¶et idej}u
nemline¶aris rendszer nagyon bonyolult dinamika szerint viselkedhet, ami egy
v¶eletlenszer}u folyamathoz hasonl¶³t. Meglep}o tulajdons¶aga, hogy az ¶altala
gener¶alt id}osorok v¶eletlenszer}uek, vagyis nem lehet el}orejelezni v¶altoz¶oik jÄo-
v}obeli alakul¶as¶at. M¶eg ha egy modell teljesen determinisztikus is a strukt¶ura
¶es a kezdeti ¶ert¶ekek speci¯k¶aci¶oi szerint, az egym¶ashoz kÄozel elhelyezked}o
kezdeti ¶ert¶ekek teljesen kÄulÄonbÄoz}o id}osorokat eredm¶enyezhetnek, annak el-
len¶ere, hogy ugyanazon dinamikai rendszer gener¶alta }oket. Ezt a jelens¶eget
nevezik az irodalomban a kezdeti ¶ert¶ekekt}ol val¶o ¶erz¶ekenys¶egi fÄugg}os¶egnek.
Mivel a (15) modellÄunkben az ¶allapotv¶altoz¶o az intrinsic nÄoveked¶esi Äutem,
a nÄoveked¶es ¶es a ciklus, ak¶ar periodikus, ak¶ar aperiodikus, szimult¶an m¶odon
jelennek meg szi¶ami ikrekk¶ent. Ezzel egy lehets¶eges egzisztenciabizony¶³t¶ast
adtunk Harrod ,,k¶etszarv" probl¶em¶aj¶ara modern piaci ¶ert¶ekel¶esben.
2.2 Optim¶alis periodikus vagy aperiodikus intertem-
por¶alis egyens¶ulyi p¶aly¶ak
A (9) egyenletb}ol a kÄovetkez}o korl¶atokat nyerhetjÄuk:
1 ¡ p a(½t¡1) ¸ q b(½t¡1) ; ½t¡1 ¸ 0 ; t = 2; 3; . . . ; (16)
azaz, nem akkumul¶alhatunk tÄobbet a megtakar¶³t¶asokn¶al a megfelel}o intrinsic
nÄoveked¶esi t¶enyez}o mellett. A pozit¶³v ½0-t a kezdeti felt¶etelek adj¶ak meg ¶ugy,
hogy az [1 ¡ pa(½0) + qb(½0)]½0 > 0 rel¶aci¶o teljesÄuljÄon.
6Matsuyama (1998) szerint a neoklasszikus nÄoveked¶esi modell a felhalmoz¶ast tekinti
a nÄoveked¶es motorj¶anak, m¶³g a neo-schumpeteri nÄoveked¶esi modell az innov¶aci¶ot hang-
s¶ulyozza. ModellÄunkkel ellent¶etben arra a meg¶allap¶³t¶asra jutott, hogy a beruh¶az¶as ¶es az
innov¶aci¶o aszinkron m¶odon mozognak, kÄozÄulÄuk csak az egyik j¶atszik domin¶ans szerepet
f¶azisr¶ol f¶azisra. Az egyik f¶azis nagyobb kibocs¶at¶as-nÄoveked¶essel, magasabb beruh¶az¶assal,
innov¶aci¶o hi¶annyal ¶es egy kompetit¶³v piaci strukt¶ur¶aval jellemezhet}o. A m¶asik f¶azist alacso-
nyabb kibocs¶at¶as-nÄoveked¶es, alacsonyabb beruh¶az¶as, nagyobb innov¶aci¶o ¶es monopolist¶abb
piaci strukt¶ura jellemzi. A gazdas¶ag gyorsabban n}o a ciklusok ment¶en, mint az instabil
egyens¶ulyi nÄoveked¶esi p¶aly¶an.
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JelÄolje most ¦(½t¡1) a ½t¡1 intrinsic nÄoveked¶esi t¶enyez}o pro¯tabilit¶as¶at.
VegyÄuk a ½t¡1, ½t; . . . teljes intrinsic nÄoveked¶esi Äutemsorozat pro¯tabilit¶as¶a-
nak jelen¶ert¶ek¶et a kÄovetkez}ok¶eppen:
¦(½t¡1; ½t; . . .) =
1X
t=1
°1¡t¦(½t¡1) ; (17)
ahol ¦0(½) < 0 ¶es ¦00(½) > 0, valamint ° > 1.
Az optim¶alis periodikus vagy aperiodikus intertempor¶alis egyens¶ulyi p¶alya
a ½1, ½2, ½3, . . . intrinsic nÄoveked¶esi Äutemek egy olyan sorozata, amely maxi-
maliz¶alja a (17)-et, kiel¶eg¶³tve a (9)-et ¶es (16)-ot adott kezdeti ¶ert¶ekek mellett.
Ez az optimum-probl¶ema a szerz}o egy kor¶abbi eredm¶eny¶enek (l¶asd M¶ocz¶ar
(1991)) nemline¶aris dinamikus kiterjeszt¶ese.
3 KÄulÄonÄos attraktorok kÄulkereskedelmi tÄobblet
vagy hi¶any mellett
El}oszÄor egy line¶aris dinamikus rendszert¶³runk fel az egyszer}u Harrod-Leontief
gazdas¶agban, m¶egpedig folytonos id}ov¶altoz¶oval.7 FeltesszÄuk, hogy a kibocs¶a-
t¶as v¶altoz¶asi id}or¶at¶aja, _x, ar¶anyos a ° t¶enyez}o szerint az x kibocs¶at¶ashoz a
b t}okekoe±ciens mellett szÄuks¶eges t}oke¶allom¶any ¶es az y megtakar¶³t¶as kÄozÄotti
kÄulÄonbs¶eggel:
_x = °(bx ¡ y) : (18)
A megtakar¶³t¶as v¶altoz¶asi id}or¶at¶aja az outputb¶ol az a fogyaszt¶asi hat¶arhaj-
land¶os¶agi koe±ciens ¶altal meghat¶arozott kereslettel csÄokkentett kibocs¶at¶assal
egyezik meg:
_y = x ¡ ax : (19)
A (18) ¶es (19) egyenletek egy k¶etdimenzi¶os line¶aris di®erenci¶alegyenlet-rend-
szert alkotnak:
_x = °(bx ¡ y) ; ° > 0
_y = (1 ¡ a)x ; (20)
ahol a °, b ¶es az a param¶eterek, az ut¶obbi k¶et bet}u ¶ertelmez¶ese pontosan meg-
egyezik a kor¶abbi kÄozgazdas¶agi jelent¶esÄukkel. A (20) rendszert kompaktabb
m¶odon m¶atrixegyenletk¶ent is fel¶³rhatjuk:
_r = Ar ;
ahol
A =
µ
°b ¡°
1 ¡ a 0
¶
¶es r =
µ
x
y
¶
:
Az _r = Ar rendszer megold¶asai az (x; y) s¶³kon mozg¶o trajekt¶ori¶akk¶ent vizu-
aliz¶alhat¶ok, amelyek Äosszess¶ege a f¶azisportr¶e. Az _r = Ar rendszer ¶altal¶anos
megold¶asa a kÄovetkez}o:
r(t) = c1e
¸1tr1 + c2e
¸2tr2 ; (21)
7A v¶altoz¶ok t id}ot}ol val¶o fÄugg¶es¶et a jelÄol¶es egyszer}us¶ege miatt elhagyjuk.
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ahol most a ¸1 ¶es ¸2 az A m¶atrix k¶et kÄulÄonbÄoz}o saj¶at¶ert¶eke, r1 ¶es r2 a
megfelel}o saj¶atvektorok, ¶es c1 ¶es c2 olyan skal¶arok, amelyek kiel¶eg¶³tik az
r(0) = c1r1 + c2r2 egyenletet az adott r(0) kezdeti felt¶etelre.
Amint a (21) egyenletb}ol is l¶athat¶o, a megold¶as viselked¶ese a saj¶at¶ert¶ekek-
t}ol fÄugg. Ha a saj¶at¶ert¶ekek val¶osak, ¶es, p¶eld¶aul, kÄulÄonbÄoz}o el}ojel}uek, akkor a
f¶aziss¶³k orig¶oja nyeregpont, mint most a (20) dinamikai rendszer eset¶eben is.
Transzform¶alva a (20) k¶etdimenzi¶os els}orend}u di®erenci¶alegyenlet-rend-
szerÄunket egydimenzi¶os m¶asodrend}u di®erenci¶alegyenletbe, kapjuk:
Äx = °(ax + b _x ¡ x) : (22)
Szavakban, a kibocs¶at¶as sebess¶egv¶altoz¶as¶anak id}or¶at¶aja, Äx, a ° t¶enyez}o sze-
rint ar¶anyos a t¶ulkereslettel, vagy t¶ulk¶³n¶alattal. Mivel ° > 0, ha t¶ulkereslet
van, akkor Äx > 0, azaz, a kibocs¶at¶as sebess¶ege gyorsul, m¶³g t¶ulk¶³n¶alat eset¶en
Äx < 0, ¶³gy a kibocs¶at¶as sebess¶ege lassul. Amennyiben Äx = 0 a (22) egyen-
letb}ol, megfelel}o ¶atrendez¶es ut¶an, az ismert z¶art, dinamikus ¶es line¶aris Leon-
tief modellt kapjuk folytonos, ¶alland¶o sebess¶eg}u id}ov¶altoz¶oval:
x = ax + b _x ; (23)
vagyis a peri¶odus kibocs¶at¶asa pontosan fedezi a fogyaszt¶ast ¶es a kÄovetkez}o
peri¶odus kibocs¶at¶asnÄoveked¶es¶ehez szÄuks¶eges beruh¶az¶ast.
A (23) megold¶asa (1 ¡ a)=b ¶alland¶o Äutemmel exponenci¶alisan nÄovekv}o
egyens¶ulyi p¶alya. Az ilyen ,,h}on ¶ohajtott" gazdas¶ag ÄorÄokk¶e stacion¶arius
egyens¶ulyi nÄoveked¶esben van. Viszont instabil, Äosszhangban a kor¶abbi ku-
tat¶asokkal (l¶asd p¶eld¶aul Tsukui (1961)). E stacion¶arius nÄoveked¶est a z¶erus
gyorsul¶as feltev¶ese speci¯k¶alta, ami kÄozgazdas¶agilag meglehet}osen irre¶alis
premissza.
ModellÄunk ,,kinyit¶as¶ahoz" bevezetÄunk egy speci¶alis kÄulkereskedelmi m¶er-
legkorl¶atot, ¶es feltesszÄuk, hogy a nett¶o import v¶altoz¶asi id}or¶at¶aja a kÄovetke-
z}ok¶eppen de¯ni¶alt:
_z = s + ¹z(x ¡ d) ; ¹ > 0 ; (24)
ahol s a rÄogz¶³tett nett¶o importkoe±ciens, d a kibocs¶at¶as als¶o korl¶atja ¶es z az
id}oben v¶altoz¶o nett¶o importkoe±ciens. (Az s, d param¶eterek term¶eszetesen
pozit¶³vak.) Itt a ¹ az igazod¶asi sebess¶eg param¶etere, amely egy¶ebk¶ent az
id}ok¶esleltet¶es inverze.
A kibocs¶at¶as als¶o korl¶atja szerinti kÄulkereskedelmi m¶erleg befoly¶asolja a
kibocs¶at¶as-v¶altoz¶as id}obeli r¶at¶aj¶at, ¶³gy annak meg kell jelennie a (18) egyen-
letben is:
_x = °(bx ¡ y ¡ czd) ; ° > 0 ; (25)
ahol c jelÄoli az ¶arfolyamot, amely a hazai valuta devizapiaci ¶ert¶ekel¶es¶et tÄukrÄozi.
A bx¡y > 0 feltev¶es mellett, ha z < 0, akkor a kibocs¶at¶as-v¶altoz¶as id}or¶at¶aja
n}o a kÄulkereskedelmi szu±cit kÄovetkezt¶eben, m¶³g ha z > 0, akkor pedig
csÄokken a kÄulkereskedelmi de¯cit miatt. Most ° az id}ok¶esleltet¶es inverze,
azaz, a kibocs¶at¶asi folyamra vonatkoz¶o igazod¶asi sebess¶eg param¶etere.
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Ezzel egy olyan h¶aromdimenzi¶os di®erenci¶alegyenlet-rendszert kaptunk,
amely a kibocs¶at¶as, a megtakar¶³t¶as ¶es a kÄulkereskedelmi m¶erleg szimult¶an
mozg¶as¶at ¶³rja le egy ny¶³lt, folytonos id}ov¶altoz¶oj¶u Harrod-Leontief modell ke-
retei kÄozÄott8:
_x = °(bx ¡ y ¡ czd)
_y = (1 ¡ a)x
_z = s + ¹z(x ¡ d) :
(26)
Ism¶et, a (26) rendszerb}ol kapjuk:
Äx = °
£
b _x ¡ (1 ¡ a)x ¡ c¡s + ¹z(x ¡ d)¢d)¤ ; (27)
ahonnan az Äx = 0 esetre kapjuk: x + c
¡
s + ¹z(x ¡ d)¢d = ax + b _x, amelyb}ol
(1 ¡ a)x = b _x ¡ c _zd : (28)
A (28) bal oldal¶an a megtakar¶³t¶as, a jobb oldal¶an pedig a beruh¶az¶as
¶es a kibocs¶at¶as als¶o korl¶atj¶an meghat¶arozott foly¶o ¯zet¶esi m¶erleg szerepel.
Ez pontosan megfelel annak, hogy nyitott modellben a foly¶o megtakar¶³t¶as
k¶etf¶elek¶eppen is felhaszn¶alhat¶o a jÄov}obeli jÄovedelem nÄovel¶es¶ere: belfÄoldi vagy
kÄulfÄoldi beruh¶az¶asra.
KÄonny}u bel¶atni, hogy a (23) rendszer t¶enylegesen egy RÄossler (1976) rend-
szer. A param¶eterek bizonyos ¶ert¶ekei mellett, mint majd l¶atni fogjuk, a
RÄossler rendszerÄunk mozg¶asa instabill¶a v¶alik, ¶es egy komplex dinamika je-
lenik meg.
Am¶³g a Lorenz (1963) rendszerben k¶et nemline¶aris egyenlet gener¶alja
a nagyon v¶eletlenszer}u komplex vagy kaotikus pÄorg¶est, addig ugyanehhez
RÄosslernek csak egy nemline¶aris egyenletre volt szÄuks¶ege. Tov¶abb¶a, itt csak
egy als¶o ¶ert¶ek konvert¶alja a lok¶alis instabilit¶ast glob¶alis stabilit¶asba. Amint a
k¶es}obbiekben l¶atni fogjuk a megfelel}o sz¶am¶³t¶og¶epes gra¯k¶akb¶ol, egy rendszer
¯xpontra vonatkoz¶o stabilit¶asi fogalm¶at itt egy pontb¶ol egy hat¶arciklusba,
¶es ezut¶an egy korl¶atos r¶egi¶oba ¶altal¶anos¶³tjuk. Amikor egy rendszer vissza-
tartott att¶ol, hogy el¶erje az egyens¶ulyi ¯xpontj¶at, a legkisebb disszip¶aci¶os
¶allapot¶aban ,,nyugszik meg".
4 Szimul¶aci¶os sz¶am¶³t¶asok
A (15) egyenlettel adott intertempor¶alis egyens¶ulyi p¶alya szimul¶aci¶os elem-
z¶es¶ere a szerz}o kor¶abbi, a jap¶an gazdas¶ag endog¶en nÄoveked¶es¶ere vonatkoz¶o
sz¶am¶³t¶asait haszn¶aljuk fel. (L¶asd M¶ocz¶ar (1991).) A tipikusan beruh¶az¶o-
k¶eszletez}o ipar¶agak (walrasi ¶ertelemben vett t}okej¶osz¶agokat kibocs¶at¶o ¶agaza-
tok) egy meglehet}osen magas nÄoveked¶esi Äutemet mutattak, ½ = 0:3, a jap¶an
korm¶any ¶altal kibocs¶atott 56 szektoros input-output t¶abl¶azatok alapj¶an k¶esz¶³-
tett sz¶am¶³t¶asok. Most k¶et alig kÄulÄonbÄoz}o kezdeti ¶ert¶eket adunk az ¶allapotv¶al-
toz¶onak, azaz, ½01 = 0:1 ¶es ½02 = 0:09. A param¶eter¶ert¶ekek a (15)-ben most
8A modell strukt¶ur¶aja hasonl¶o Meltzer (1947) beruh¶az¶asi modellj¶ehez, illetve Goodwin
(1990) adapt¶aci¶oj¶ahoz.
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a kÄovetkez}ok: ¹ = 1:1, º = 1:5, p = 5=3, q = 1:1 valamint h¡1(½t¡1) = ½3t¡1.
Ezekre a param¶eter¶ert¶ekekre ¶es az ¶elettartam-eloszl¶asra a (15) gra¯konj¶at az
1. ¶abra mutatja.
Az 2. ¶abra a (15) egydimenzi¶os nemline¶aris di®erenciaegyenlet ¶altal gene-
r¶alt intrinsic nÄoveked¶esi Äutemeinek diverg¶al¶o id}osorait mutatja. (Ezekhez ¶es
a k¶es}obbi sz¶am¶³t¶asokhoz, valamint a gra¯k¶ak megrajzol¶as¶ahoz is a Maple V.
programot haszn¶altuk fel.)
1. ¶abra. (15) id}osora ¹ = 1:1, º = 1:5, p = 5=3, q = 1:1 ¶es h¡1(½t¡1) = ½3t¡1 mellett
2. ¶abra. A (15)-tel gener¶alt id}osor ergodikus viselked¶ese
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3. ¶abra. A (15) id}osor¶anak gra¯konja ½01 = 0:1 kezdeti ¶ert¶ek mellett
4. ¶abra. A (15) id}osor¶anak gra¯konja ½02 = 0:09 kezdeti ¶ert¶ek mellett
Nemline¶aris dinamika klasszikus nÄoveked¶esi modellekben 15
5. ¶abra. Szenzit¶³v fÄugg}os¶eg a kezdeti felt¶etelekt}ol
A 3. ¶es 4. ¶abr¶ak mutatj¶ak rendre a (15) id}osorainak gra¯k¶ait a ½01 = 0:1
¶es ½02 = 0:09 kezdeti ¶ert¶ekek mellett.
Az 5. ¶abra a kezdeti felt¶etelekt}ol val¶o ¶erz¶ekenys¶egi fÄugg}os¶eget mutatja,
amely az intrinsic gazdas¶agi nÄoveked¶esi Äutemek aperiodikus mozg¶asait ered-
m¶enyezi.
6. ¶abra. (15) gra¯kus felsz¶³ne 1:5 < ¹ < 2 intervallumban
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A 6., 7. ¶es a 8. ¶abr¶ak mutatj¶ak, hogy megengedve a param¶eter¶ert¶ekek
v¶altoz¶as¶at a megfelel}o intervallumokban, a ¯xpontok instabilit¶asa nem v¶alto-
zik, vagyis a megfelel}o param¶eter b¶armely rÄogz¶³tett ¶ert¶eke mellett a ,,gra¯kus
felsz¶³n" metszet¶enek nyomvonala olyan parabol¶at ad, amelynek ¯xpontj¶aba
h¶uzott ¶erint}oj¶enek meredeks¶ege abszol¶ut ¶ert¶ekben nagyobb, mint egy.
7. ¶abra. (15) gra¯kus felsz¶³ne 1:4 < p < 1:7 mellett
8. ¶abra. (15) gra¯kus felsz¶³ne 1:1 < q < 1:8 mellett
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Azonban, ha a param¶eterek ¶ert¶ekeit a (15)-ben csak a fenti interval-
lumokban v¶altoztatjuk meg, m¶epedig a kÄovetkez}ok¶eppen: ¹ = 1:1; º = 1:6;
p = 1:65; q = 1:2, m¶³g az ¶elettartam-eloszl¶ast h¡1(½t¡1) = ½
1=5
t¡1-nek vesszÄuk,
akkor a (15) gra¯konja a 9. ¶abr¶an l¶athat¶oan alakul.
Az 10. ¶abra vil¶agosan mutatja, hogy a ¯xpont ebben az esetben stabil.
A ¯xpont ezen kvalitat¶³v tulajdons¶aga, mivel a param¶eterek a fenti interval-
lumokban v¶altoztak, az ¶elettartam-eloszl¶as v¶altoz¶as¶anak a kÄovetkezm¶enye,
azaz, a fogyaszt¶asi fÄuggv¶eny megv¶altoz¶as¶anak. Itt ¶erdemes kihangs¶ulyozni
a fentiekben m¶ar eml¶³tett Lucas kritika egyf¶ele igazol¶asak¶ent, hogy vajon
a (15)-b}ol kapott intrinsic gazdas¶agi nÄoveked¶esi Äutemek folyamai vagy tra-
jekt¶ori¶ai sz¶etsz¶or¶odnak-e egy turbulens k¶aoszba vagy egy nagym¶eret}u rendhez
vezetnek, els}osorban a megfelel}o fogyaszt¶asi fÄuggv¶eny t¶³pus¶at¶ol fÄugg, ¶es csak
m¶asodsorban bizonyos piaci ¶ert¶ekel}o param¶eterekt}ol.
9. ¶abra. (15) gra¯konja ¹ = 1:1, º = 1:5, p = 5=3, q = 1:1 ¶es h¡1(½t¡1) = ½
1=5
t¡1 mellett
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10. ¶abra. A (15) stabil ¯xpontja
A (26) nemline¶aris dinamikus rendszer szimul¶aci¶os vizsg¶alat¶ahoz el}oszÄor
a param¶etereket ¶es a kezdeti felt¶eteleket adjuk meg, m¶egpedig a kÄovetkez}o-
k¶eppen.
>a := 0:429; b := 0:0833; c := 6:0; d := 2:0; ° := 0:5; ¹ := 1:0; s := 0:1;
>ODes := diff(x(t); t) = ° ¤ b ¤ x(t) ¡ ° ¤ y(t) ¡ ° ¤ c ¤ d ¤ z(t),
diff(y(t); t) = (1 ¡ a) ¤ x(t); diff(z(t); t) = s + ¹ ¤ z(t) ¤ (x(t) ¡ d);
>initvals := x(0) = 3:0; y(0) = 1:0; z(0) = 0:05;
>result := dsolve
¡fODes,initvalsg; fx(t); y(t); z(t)g,
type = numeric; method = rkf45; output = listprocedure
¢
;
>xx := rhs(result[2]); xy := rhs(result[3]); xz := rhs(result[4])
with(plots):with(plottools):
spacecurve([0xx(t)0;0 xy(t)0;0 xz(t)0]; t = 0::300; numpoints = 1000);
A rendszer f¶azisportr¶eja egy hat¶arciklus, ¶es ¶³gy mindh¶arom v¶altoz¶o moz-
g¶asa periodikus, amint a 11. ¶abr¶an is l¶athat¶o.
A 12., 13. ¶es a 14. ¶abr¶ak a 3D hat¶arciklus projekci¶oit mutatj¶ak rendre az
xy; a zx ¶es a zy s¶³kon. A 15, 16. ¶es a 17. ¶abr¶ak az x; y ¶es z ¶allapotv¶altoz¶ok
id}o szerinti dinamik¶aj¶at mutatj¶ak.
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11. ¶abra. A (26) nemline¶aris dinamikus rendszer hat¶arciklus megold¶asa
12. ¶abra. Plot(['xy(t)', 'xx(t)', t=0..300]) : 3D hat¶arciklus
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13. ¶abra. Plot(['xz(t)', 'xx(t)', t=0..300]) : 3D hat¶arciklus
14. ¶abra. Plot(['xz(t)', 'xy(t)', t=0..300]) : 3D hat¶arciklus
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15. ¶abra. Az x ¶allapotv¶altoz¶o id}o szerinti dinamik¶aja (Plot ('xx(t)', t=0..200)
16. ¶abra. Az y ¶allapotv¶altoz¶o id}o szerinti dinamik¶aja (Plot ('xy(t)', t=0..200)
17. ¶abra. A z ¶allapotv¶altoz¶o id}o szerinti dinamik¶aja (Plot ('xz(t)', t=0..200)
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18. ¶abra. RÄossler szalag
Megv¶altoztatva a modell kalibr¶al¶as¶at a lentiek szerint, mindegyik v¶altoz¶o
irregul¶arisan mozog egy vil¶agos szenzit¶³v fÄugg}os¶eggel a kezdeti felt¶etelekre,
ami v¶egÄul is egy RÄossler szalagot eredm¶enyez, amint a 18. ¶abr¶an l¶athat¶o is.
Az egyes ¶allapotv¶altoz¶o dinamik¶aja az 19., 20. ¶es a 21. ¶abr¶akon l¶athat¶o.
>a := 0:429; b := 0:25; c := 1:0; d := 2:8; ° := 0:5; ¹ := 0:8; s := 0:1;
>ODes := diff(x(t); t) = ° ¤ b ¤ x(t) ¡ ° ¤ y(t) ¡ c ¤ d ¤ z(t),
diff(y(t); t) = (1 ¡ a) ¤ x(t); diff(z(t); t) = s + z(t) ¤ (x(t) ¡ d);
>initvals := x(0) = 3:0; y(0) = 1:0; z(0) = 0:05;
>result := dsolve
¡fODes,initvalsg; fx(t); y(t); z(t)g,
type = numeric; method = rkf45; output = listprocedure
¢
;
>xx := rhs(result[2]); xy := rhs(result[3]); xz := rhs(result[4])
19. ¶abra. Az x ¶allapotv¶altoz¶o dinamik¶aja (Plot('xx(t)', t=0..150)
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20. ¶abra. Az y ¶allapotv¶altoz¶o dinamik¶aja (Plot('xy(t)', t=0..150)
21. ¶abra. A z ¶allapotv¶altoz¶o dinamik¶aja (Plot('xz(t)', t=0..150)
5 KÄovetkeztet¶esek ¶es tov¶abbi propoz¶³ci¶ok
L¶attuk, hogy a klasszikus Harrod nÄoveked¶esi modell a nemline¶aris Leontief
t¶³pus¶u reprezentat¶³v ÄugynÄok megkÄozel¶³t¶esben ¶es konstrukt¶³v mikromegalapo-
z¶assal tÄobb¶e nem ad csak tart¶os ¶allapot¶u nÄoveked¶esi p¶aly¶at. Az intrinsic gaz-
das¶agi nÄoveked¶esi Äutemek folyamai ¶es trajekt¶ori¶ai sz¶etsz¶or¶odnak egy turbu-
lens k¶aoszba vagy egy nagym¶eret}u rendhez vezetnek att¶ol fÄugg}oen, hogy mi-
lyen interakci¶o van az instabil akceler¶ator ¶es a stabiliz¶al¶o multiplik¶ator kÄozÄott.
Ez az interakci¶o viszont a piaci ¶ert¶ekel¶esekt}ol ¶es a mikromegalapoz¶ast¶ol fÄugg,
nevezetesen, a fogyaszt¶asi ad¶o nagys¶ag¶at¶ol ¶es a beruh¶az¶asok t}ozsdei ¶ert¶eke-
l¶es¶et}ol. Ez a vizsg¶alat v¶alaszt adott Harrod k¶etszarv probl¶em¶aj¶ara is. Meg-
mutattuk, hogy a nÄoveked¶es ¶es a ciklus, ak¶ar periodikus, ak¶ar aperiodikus,
szimult¶an m¶odon szi¶ami ikrekk¶ent jelenik meg. ¶Erdemes itt hangs¶ulyozni,
hogy eredm¶enyÄunk nem mond ellent a tart¶os nÄoveked¶esnek, csak a sima,
egyenletes nÄoveked¶est nem teszi lehet}ov¶e.
Hasonl¶oan, a ny¶³lt Harrod-Leontief egyszektoros gazdas¶agban megfogal-
mazott RÄossler rendszer dinamik¶aja a valuta piaci ¶ert¶ekel¶es¶et}ol fÄugg, ¶es egy
komplex vagy kaotikus dinamika is el}o¶allhat. Az alapkutat¶as szintj¶en marad-
va, eredm¶enyeinknek egy tov¶abbi kiterjeszt¶ese lehet, tov¶abbra is a Harrod-
Leontief modell keretek kÄozÄott maradva, a RÄossler rendszer ¶ujabb nemlinea-
riz¶al¶asa a t}oke ¶es a r¶aford¶³t¶asi koe±ciensek tekintet¶eben. ¶Erdekes lehet itt a
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p¶enzpiac bevezet¶ese is a modellÄunkbe v¶altoz¶o kamatl¶ab ¶es ¶arsz¶³nvonal mel-
lett, ¶es ¶³gy vizsg¶alni a kiterjesztett rendszer dinamikus viselked¶es¶et. Ezek a
vizsg¶alatok azonban m¶ar t¶ulhaladnak a cikk eredeti c¶elkit}uz¶esein.
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NONLINEAR DYNAMICS IN CLASSICAL ECONOMIC GROWTH MODELS
In this paper the classical Harrodian growth model is transformed into a representa-
tive agent model by its nonlinear extensions and the Keynesian and Schumpeterian
traditions. For the proof of the celebrated Lucas critique it is shown that the tra-
jectories of intrinsic economic growth rates either are scattered into a turbulent
chaos or lead to a large scale order. It depends on the type of the appropriate
consumption function, and the market values of some parameters are playing only
secondary role.Another surprising result is empirical: the international trade su±cit
may generate strange attractors under some exchange rate values.
